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Conteudo da Aula 4

» Cadeias de Markov a tempo discreto.

» Exemplos;

» Problemas.




Lembrete: Cadeia de Markov

Uma cadeia de Markov a tempo discreto (CMTD) com espago de
estados S é um processo estocéstico (X, )n>0 com valores em S tal que

P(X"+1 :]|XO = 7;07X1 = ila"'aanl = inflaXn = Z) = P(Xn+1 :]an :'L)a

futuro pasado presente

para todo n > 0 e para todo subconjunto {i,1,..., 41,47} CS.
Lembre que: para todo i,j € S denotamos
> p(i,7) = P(X,+1 = j| X, = 1), para todo n > 0;

(Xim4n = j|Xm = 1), para todo m,n > 0.




Equagoes de Chapman-Kolmogorov

Proposicao 4.1
Seja (Xp)n>0 uma CMTD com espago de estados S. Entdo,

pn+r2] ankark])
keS

para todo n,r >0 ei,j €S.

Exemplo 4.1
Considere uma CMTD com S = {1,2,3}. Para calcular p2(1,3):

p2(173) = p(l, l)p(l, 3) + p(l, 2)]7(27 3) + p(l, 3)]7(3, 3)



Problema 1

Considere a cadeia de Markov (X,,)n>0 com espago de estados
S ={0,1,2} e matriz de transi¢io dada por

com P(Xo=0)=0,2, P(Xo=1)=0,3, P(Xo =2) =0,5. Calcule:

a. P(XO:O,X1:O,X2:2);
b. P(X1:2,X2:1‘X0:0);
C. P(X2:1,X3:1‘X0:0)



Solucao do Problema 1. Como

temos:




Solucao do Problema 1. Como

temos:




Solucao do Problema 1. Como

p(0,0) p(0,1)
P = p(l,O) p(l,l)
p(2,0) p(2,1)

temos:

o O O
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0,6

0,5



Solucao do Problema 1. Como

temos:




. continuacao do Problema 1. Entao

P(Xo=0,X1=0,X2=2) = P(Xo=0)xp(0,0) x p(0,2)
- 0,2x0,4%0,6
= 0,048




... continuacao do Problema 1. Da mesma forma

:2,X2 = 1|X0 :0)

p(0,2) x p(2,1)
0,6 x0,1
0,06



... continuagao do Problema 1. Finalmente

c. P(X3=1,X3=1/Xo=0) =p2(0,1) x p(1,1) e como

p2(0,1) = p(0,2) x p(2,1) = 0,6 x 0,1 = 0,06
concluimos que P(Xs =1, X3 = 1|Xy =0) = 0,06 x 0,9 = 0,054.




Outra forma de definir uma cadeia de Markov

Seja (X,,)n>0 um processo com valores no conjunto S. Se existe uma
sequéncia de varidveis aleatorias i.i.d.

U, Uy, ...

com distribuico comum uniforme no intervalo (0,1) e uma fungao
f:8x(0,1)—=S8
tal que

Xn+1 = f(Xna Un)a

para todo n > 0, dizemos que (X,),>0 é uma cadeia de Markov a
tempo discreto.




Exemplo 4.2

Considere o passeio aleatdrio em Z, (Y )pn>0. Se Uy, Us, ... sdo i.i.d.
com Uy ~ Uniforme(0,1) entdo podemos escrever

Yn+1 :f(Yna Un)a

onde a funcgao f :Z x (0,1) = Z ¢é dada por

' 141, siu<p,
fliu) =

i —1, siu>p.




Exemplo: o processo de ramificacao

Considere uma variavel aleatéria discreta X com fungao de
probabilidade

P(X =1)=p,
para i € NU{0}.

No que segue, todas as varidveis sao cdpias independentes de X.




Processo de ramificacao: ideia
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Processo de ramificacao: geragoes
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Processo de ramificagao: a cadeia de Markov

Considere, para cada n > 0, a variavel aleatéria:

Z, = # de particulas da n-ésima geracgao,

e note que para todo n > 1 temos:

Zn
Tnr =YX,
=1

onde X7, Xy, ... sdo iid. av.a. X. A sequéncia (Z,),>o chama-se
processo de ramificacao ou processo de Galton-Watson e é uma cadeia
de Markov com espaco de estados NU {0} e probabilidades de
transicao:

P<ZXT_]‘>, parai>1ej >0,
- . . r=1
p(6,7) = P(Znt1 = j|Zn = 1) = 0, parai=0ej >0,

1, parai=0ej=0.
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Bom estudo!
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