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Introduccion

El objetivo de estas notas es cubrir el contenido que va a ser presentado en 4 charlas sobre modelos
probabilisticos discretos. El principal foco es mostrar de forma rapida e intuitiva modelos clésicos a través
de su construccion y su relacién con otros problemas. Para una lectura mas profunda se sugiere al lector
consultar los libros de texto [14, 19, 20], que son excelentes referencias sobre procesos estocasticos y sus
aplicaciones.

En el presente texto se da de forma elemental una introduccién a las cadenas de Markov a tiempo discreto
usando dos modelos béasicos de la teoria de las probabilidades; a saber, el paseo aleatorio y el proceso de
ramificacion. El primero fue propuesto como un modelo simple para describir la trayectoria realizada por
una molécula a medida que esta viaja en un liquido o en un gas. Ya el segundo esta inspirado en el estudio
de la sobrevivencia de un apellido a través de las diferentes generaciones de una familia.

Seran resumidas algunas propiedades de estos modelos y su relacién con conceptos bésicos de la teoria
de cadenas de Markov. A lo largo del texto, se presentaran ejemplos y aplicaciones. Si bien se asume como
prerequisito tener cierta familiaridad con conceptos elementales de teoria de probabilidad, al final de las
notas se adiciona un apéndice sobre sucesiones monétonas de eventos, concepto que serd muy aplicado a lo
largo de los capitulos.

Las notas estan organizadas de la siguiente forma. El Capitulo 1 presenta de forma constructiva el modelo
conocido como paseo aleatorio y se establece uno de sus principales resultados relacionado con la nocién de
recurrencia 'y transitoriedad. También se discute en este capitulo sobre algunas generalizaciones. El Capitulo
2 estd dedicado a una rapida introduccién a las cadenas de Markov a tiempo discreto a través de ejemplos y
propiedades basicas. Ya el Capitulo 3 describe el modelo estocéstico conocido como proceso de ramificacién
y presenta el primer resultado de la teoria que trata sobre la sobrevivencia y extincion de tales procesos.
Cada capitulo tiene al final una lista de problemas relacionados.

Pablo M. Rodriguez
Sao Carlos, Junio de 2017



1 Paseos aleatorios

En este capitulo presentamos el paseo aleatorio en Z y el resultado sobre recurrenciay transitoriedad. Esto
sera realizado de forma constructiva, iniciando con un problema muy conocido en la teoria de probabilidades;
a saber, el problema de la ruina del jugador.

1.1 Problema de la ruina del jugador

Iniciamos este capitulo con un interesante problema cuyo enunciado y solucién tienen un gran protago-
nismo en los inicios de la teoria de la probabilidad. Tal problema, conocido como la ruina del jugador, fue

propuesto por Blaise Pascal a Fermat en 1656. A seguir citamos la versién propuesta por Huygens en 1657
(Edwards, 1983).

Problema: Suponga que dos jugadores, A y B, apuestan lanzando sucesivamente una moneda cuya proba-
bilidad de resultar en cara es p, con p € (0,1). En cada lanzamiento el jugador A gana un peso del jugador
B si la moneda resulta en cara; caso contrario el jugador B gana un peso de A. Suponga, ademads, que
inicialmente hay n pesos en juego, A tiene i pesos y B tiene n — i pesos. El juego termina cuando uno de
los dos jugadores se queda con todo el dinero. ;Cudl es la probabilidad de que A gane el juego? ;Cudl es la
duracién media del juego?

A seguir calculamos estos valores y formulamos el problema desde el contexto de un paseo aleatorio. Para
una revisién de la historia del problema y una discusién sobre las soluciones de Pascal, Fermat y Huygens,
entre otros, sugerimos la lectura de [5].

Probabilidad de ganar el juego

Una pregunta interesante es: jcudl es la probabilidad de que A gane el juego? Para calcular esta proba-
bilidad vamos a definir el evento:

A(i) := {el jugador A gana el juego}.

El evento depende de 4, en la notacién, debido a la suposicién de que A inicia el juego con i pesos. Como
queremos calcular p; := P (A(4)), definimos el evento

Cy := {el primer lanzamiento resulta en cara}
y usamos el Teorema de la probabilidad total (ver Problema 1.1) para mostrar que
pi = P (A(9)[C1) P (Ch) + P (AG)|CT) P (CT),

lo que implica que

pi = ppit1 + (1 —p) pit1. (1.1)
No es dificil verificar que (1.1) vale para todo i € {1,2,...,n — 1}. Por otro lado, po = 0y p, = 1 ({por
qué?). Ahora el problema se reduce a encontrar la solucién del sistema de ecuaciones en diferencias (1.1),
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con las condiciones de contorno pg = 0y p, = 1. Para simplificar la notacién denotamos ¢q := 1 —p. Asi (1.1)
puede ser escrita como

Pit+1 —Pi = <%> (pi —pi-1), i€{1,2,...,n—1}. (1.2)
Aplicando sucesivamente (1.2) (parai € {1,2,...,n —1}) y usando pg = 0 tenemos que
i—1
_ (4
Di — Pi—1 = (—) D1, (1.3)
p
para i € {1,2,...,n}. Esta dltima expresién nos permite encontrar
g\
Pi = Pi-1+ (—) D1
p

= e (3) e ()
A NORORSIOINE

Luego, una primera expresién para la probabilidad p;, para i € {1,2,...,n}, estd dada por:
1—(g¢/p)’ :
ﬁ p1, siq#p,
pi = a/p
i1, si g =p.

Como p, = 1 podemos obtener de la expresién anterior, para ¢ = n, el valor de p; en funcién de p y de ¢, y
por lo tanto, concluir que:

1—(¢/p)
%7 siq # p,
Pi = a/p (1.4)
i/n, siq=p,
parai € {1,2,...,n}. Esta es la probabilidad de que el jugador A gane el juego asumiendo que empieza con

1 pesos mientras que B comienza con n — ¢ Pesos.

Duracién media del juego

El tiempo medio de duracion del juego es el valor esperado del nimero de lanzamientos de la moneda
que son necesarios realizar hasta que alguno de los jugadores llegue a la ruina. El mismo método usado para
obtener (1.1), que consiste en condicionar sobre el resultado del primer lanzamiento, puede ser aplicado para
encontrar este valor esperado. Para esto, suponemos como antes que A comienza con ¢ pesos mientras que
B empieza con n — i pesos. Definimos la variable aleatoria:

T; = nimero de lanzamientos necesarios hasta que uno de los jugadores llegue a la ruina
y denotamos m; := E[T}], para todo i € {0,1,...,n}. En este caso, mg = m,, = 0 (;por qué?). Tenemos que,

mi =p(1+mip1) + (1 —p) (1+mi-1), (1.5)
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para i € {1,2,...,n — 1}. La Ecuacién (1.5) resulta como aplicacién de la nocién de esperanza condicional
(ver Problema 1.2). De (1.5) podemos concluir que

b 1=(a/p)
B ( 1- (q/p)") (16)

siq # pyquem; =i(n—i)cuando ¢ = p, parai € {1,2,...,n—1}. Verificamos el caso ¢ = p y dejamos como
ejercicio probar (1.6) cuando g # p. Suponga p = 1/2. La Ecuacién (1.5) implica, para i € {1,2,...,n — 1},

que
1+ L + !
m; = 5 ] M 5 ] Mi-1,
5 +1 5 1

mi+1 = 2mi —mi—1 — 2. (17)

que podemos escribir como

Como mg = 0 obtemos de (1.7) que
m; :i(ml —i-i—l),

para i € {1,2,...,n}. Luego, m, = 0y la identidad precedente implican que m; =n — 1 y por lo tanto
m; =1i(n—1),

para i € {1,2,...,n — 1}, lo que prueba el resultado para el caso ¢ = p.

Observacién 1.1.1. Existen muchas variantes del problema presentado en esta seccién. En [9] se analiza
la ruina del jugador con empates y en [18] se estudia un problema de ruina de jugador pero con mds de 2
jugadores involucrados. Ambas referencias son una buena lectura sobre el asunto.

La ruina del jugador desde la perspectiva de un paseo aleatorio

El problema de la ruina del jugador serd nuestra excusa para introducir la nocién de paseo aleatorio.
Informalmente hablando, el modelo de paseo aleatorio es la descripciéon matemaética de las consecutivas
posiciones de una particula que “pasea” en instantes discretos de tiempo por los vértices de un grafo y
eligiendo las posiciones de acuerdo a una regla probabilistica.

Suponga que la fortuna del jugador A es representada por una particula posicionada en el intervalo
discreto [0,n]. Cada vez que A gana la particula da un paso a la derecha, mientras que cada vez que A
pierde el paso es hacia la izquierda. En otras palabras, en cada instante discreto de tiempo, la particula da
un paso a la derecha con probabilidad p o a la izquierda con probabilidad 1 — p, con p € (0,1) (ver Figura
1.1).

Observe que el evento A(7) puede ser interpretado, en el contexto del paseo aleatorio, como el evento:

A(i) = {la particula llega al vértice n antes de llegar al vértice 0},

mientras que la variable aleatoria Tj;, la duracién del juego, puede ser interpretada como el ntimero de pasos
que la particula dara hasta llegar a uno de los extremos del intervalo, esto es, 0 o n.

Si la variable aleatoria Yy, k& > 0, denota la posicién de la particula exactamente después del k-ésimo
paso, la sucesién (Yx)r>o es conocida como paseo aleatorio (PA) en [0,n], con absorcién en 0 o en n.
Podemos escribir estas variables aleatorias de la siguiente forma: si X7, X5, ... son una sucesién de variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.) tales que

]P)(Xl = 1) =p= 1 —P(Xl = —1),
entonces, Y,11 =Y, + Xn, para n > 0, donde

- X,, siY, 0,n},
. ¢ (0.1}
0, siY,e{0,n}
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q p
[ J
f f i f f f f i L E—
0 1 i—1 i i+ 1 n—1 n
(a) En n = 0 la particula estd en el vertice .
q p
([ ]
I ] ] I ] ] ] ]
i T 1 i T T T 1
0 1 i—1 % i+ 1 n—1 n

0 1 i—1 % i+ 1 n—1 n

(¢) En n = 2 la particula salta para el vértice .

Figura 1.1: PA en [0, n].

1.2 Paseo aleatorio en Z™*

En esta seccién extendemos el modelo de paseo aleatorio de la secciéon anterior, definido en el intervalo
discreto [0,n], para el conjunto de los enteros no negativos Z*. Para esto, suponga que una particula
estd localizada en algin vértice 1 € Z1 y que en el siguiente instante discreto de tiempo salta con probabilidad
p para el vértice ¢ + 1 o con probabilidad 1 — p para el vértice ¢ — 1. Por simplicidad, suponga que si ¢ = 0
entonces la particula saltard para el vértice 1 con probabilidad 1 (ver Figura 1.2). Ademds suponemos que
estas elecciones ocurren de forma independiente para todo instante de tiempo.

q p
[ ]
L : | % | | | | |
0 1 i—1 % i+ 1 n—1 n
Figura 1.2: Paseo aleatorio en Z™.
Formalmente, considere una sucesiéon de variables aleatorias X7, X2, X3, ... independientes e idéntica-

mente distribuidas (i.i.d.) tales que
]P)(Xl = 1) =p= 1 —P(Xl = —1).
Observe que si Yy denota la posicién inicial de la particula entonces Y;, 11 = Yn—l—f(n, paratodon =0,1,2,...,

donde L
- Xn, siY, #0,
X, =
1, siY, =0,

es la posicién de la particula exactamente después de dar el n-ésimo salto.
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Una pregunta interesante para este modelo es: jexiste alguna chance de que la particula nunca visite
nuevamente su posicién inicial? Para formular esta pregunta de forma matemética definimos la variable
aleatoria
mri=inf{n >1:Y, =i},

2

con la convencién de que Tl-+ = oo si el infimo no es alcanzado. Entonces, lo que queremos saber es si

P (7" =00|Yp=14) >0 o P(r;" <oolYyg=1i)=1.

Como veremos en el siguiente resultado la respuesta depende de p.

Teorema 1.2.1. Sea (Y,,)n>0 el PA en Z". Para todo i > 0,

P (1,7 = oo|Yy =) > 0 si, y solamente si, p > 1/2.

-+ =
Demostracion. Condicionando sobre el primer salto de la particula, obtenemos

P(rf =oolYy=i) =pP(r;" =cc|Yo =i, V1=i+1)+ (1 —p)P (1,7 =occ|Yo=14,Y1 =i—1).

Como P (TZ-JF =o0|Yp=4,Y1 =i— 1) = 0 entonces P (T:r =o0lYy = z) > 0 si, y solamente si,

P(r}f =oolYo =i, Y1 =i+1) > 0. (1.8)
Para probar (1.8) definimos los eventos:
B(n) = {una vez en i + 1 la particula alcanza el vértice n 4 ¢ antes que el vértice i},
para n > 2. La sucesién (B(n)),>2 es una sucesién decreciente de eventos pues
B(n+1) C B(n),
para todo n > 2. Luego, del Teorema A.1.2 tenemos que

lim P(B(n)) = P(N%,B(n)). (1.9)

n—oo

Por un lado, una comparacién con el problema de la ruina del jugador nos permite concluir de (1.4) que

1- ) .
P(B(n)) =P (A(1)) =4 1-— ((5//2))” Sa7p
1/n, siq=np.
Luego,
lim P(B(n)) = { 1=(/p), sla<p (1.10)
00 0, si g > p.
Por otro lado, por la definicién de los eventos B(n), tenemos que
P (7" = oolYy =i,Y1 =i+ 1) =P(N;2y,B(n)). (1.11)

Concluimos la prueba del teorema de (1.9), (1.10), (1.11) y notando que ¢ < p si, y solamente si, p > 1/2.
[

Observacién 1.2.2. El Teorema 1.2.1 establece que podemos encontrar dos comportamientos diferentes
para el PA en Z7T; a saber, P (7'1'|r = o0lYy = z) > 0 que llamamos transitoriedad o P (7'1'|r = oolYp = z) >0
que llamamos recurrencia. Estos conceptos seran abordados en mas detalle en el préximo capitulo donde
también veremos que si el resultado vale para un estado entonces vale para todos los estados del PA.
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Ejemplo 1.2.3. Modelo de fila M /M /1. El modelo M/M/1 es un ejemplo de modelo estocastico a tiempo
continuo que describe el niimero de clientes en un sistema. En el modelo se asumen las siguientes condiciones:

= clientes llegan de acuerdo a un proceso de Poisson de pardametro A\, con A > 0; es decir, el tiempo
transcurrido entre una llegada y la siguiente esta exponencialmente distribuido con tasa A;

= ¢l sistema tiene un tnico servidor, que atiende de a un cliente a la vez;

= cada cliente gasta en el servidor un tiempo aleatorio con distribucién exponencial de pardametro u > 0,
independiente al de cualquier otro cliente y al proceso de llegadas;

= en caso de que llegue un nuevo cliente al sistema y encuentre el servidor ocupado, este se une a una
fila inica.

La sucesién (X¢)se[o,00), donde X; denota el nimero de clientes que hay en el sistema en el instante ¢, con
t > 0, es llamada modelo M /M /1. Como el objetivo de estas notas es discutir sobre modelos discretos, vamos
a resumir las propiedades anteriores diciendo que el modelo M/M/1 es tal que a partir de cada instante de
tiempo, o entrard un cliente después de un tiempo exponencial de pardmetro A, o saldrd un cliente (si hay
por lo menos uno en el sistema) después de un tiempo exponencial de pardmetro u. Para mds detalles sobre
modelos a tiempo continuo y modelos de filas consultar [14, 19].

— oooomoooE —

(a) Sistema del modelo M/M/1 con i clientes.

p/ A+ A+ R)

0 1 i—1 % 141 n—1 n

(b) Paseo aleatorio en Z™T relacionado.

Figura 1.3: Comparacién entre el modelo M/M/1 y el paseo aleatorio en Z¥.

Si nos concentramos apenas en las transiciones del nimero de clientes y no en los instantes en que esto
ocurre tenemos que, habiendo un nimero ¢ de clientes este niimero puede ir para i+ 1, o parai—1,si ¢ #£ 0,
o apenas para 1 si i = 0. Denote por (¥,)n>0 la sucesién de variables que describe estas transiciones, es
decir, Y,, denota el ntimero de clientes en el sistema exactamente después de la n-ésima transicién observada.
Asi definida, esta sucesién es un PA en Z*1 (ver Figura 1.3).

En este caso p = A/(A + p) (ypor qué?). Luego, el Teorema 1.2.1 garantiza que este paseo aleatorio
serd recurrente si, y solamente si, p < 1/2. Es decir, si, y solamente, si A < p. Volviendo al modelo original, a
tiempo continuo, parafraseando el resultado concluimos que la fila crecera indefinidamente con probabilidad
positiva si, y solamente si, A > u. Note que A > p implica que la tasa de llegadas es mayor que la tasa de
salidas; es decir, jllegan clientes de forma maés réapida de lo que son atendidos por el servidor!

O
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1.3 Paseo aleatorio en Z

Considere una sucesion de variables aleatorias X7, X5, ... i.i.d. con distribucién comtn dada por:
]P)(Xl = 1) =p= 1 —P(Xl = —1),

para algin p € (0,1). Asumiendo que Yy = i, para algtn ¢ € Z, definimos inductivamente las variables
aleatorias:
Y, =Y, 1+ Xn, (1.12)

para todo m > 1. Llamamos PA en Z a la sucesién de variables aleatorias (Y;,)n>0. Esta sucesién puede
ser interpretada como la posiciéon de una particula paseando por los enteros asumiendo que inicia el paseo
en el vértice i y realiza sucesivos pasos eligiendo, de forma independiente, saltar una unidad a la derecha
con probabilidad p o a la izquierda con probabilidad 1 — p. Nuestro objetivo es encontrar condiciones para
garantizar la recurrencia o transitoriedad en este modelo.

De (1.12) tenemos que:
Y, = Z Xi;

paran > 1. Luego E[Y,] = n(2p — 1) y entonces

+oo, sip>1/2,
nh_)n;o E[Y,] = 0, sip=1/2,
—o0, sip<1/2.
Esto nos da una primera intuicién del siguiente resultado.
Teorema 1.3.1. Sea (Y,,)n>0 el PA en Z. Para todo i € Z sea
Tii=mf{n>1:Y, =i}.
Entonces, para todo i > 0
P (7; = oo|Yp =4) > 0 si, y solamente si, p # 1/2.
Demostracion. Como hemos hecho hasta ahora, vamos a obtener informacién sobre
P(7; = o0|Yp =)
condicionando sobre la variable aleatoria X, es decir, el primer paso de la particula. Con efecto, note que
P(ri=o0|Yp=1i) =pP(n=00Y1=i+1)+ (1 —-p)P(ri =00Y1 =i—1). (1.13)

La idea ahora es observar que, dado que Y3 =i+ 1, el evento {; = oo} es equivalente al evento {1y = oo}
dado que YO(D) =1, donde (Y,,(D))nzo es el PA en Z™ definido en la seccién anterior. Luego

P(r, =00|Y1 =494+ 1) >0 si, y solamente sip > 1/2. (1.14)

De forma analoga, dado que Y; =i — 1, el evento {7; = oo} es equivalente al evento {7;" = oo} dado que

YO(I) =1 donde (Yn(l))nzo es el PA en ZT tal que la probabilidad de saltar a derecha es 1 — p mientras que
la probabilidad de saltar a izquierda es p. Luego

P(r; =o00|Y1 =i—1) >0 si, y solamente si, p < 1/2. (1.15)
De (1.13), (1.14) e (1.15) podemos concluir por un lado que

P(TiZOO|YE):i)>O
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sip>1/20p<1/2,esdecir si p#1/2 y por otro lado que
P(ri <oolYy=i)=1

sip<1/2yp>1/2, es decir si p = 1/2. Finalmente, concluimos que el PA en Z es recurrente si, y solamente
si, p=1/2.
|

El Teorema 1.3.1 afirma que solamente hay recurrencia en el caso de p = 1/2. En este caso, la particula
tiene la misma chance de saltar para cualquiera de los dos vecinos de su posiciéon actual. Un paseo aleatorio
con esta propiedad se llama paseo aleatorio simétrico (PAS). Cuando consideramos el paseo aleatorio
simétrico en Z? (d > 1), es decir p = 1/2d, es posible probar el siguiente resultado sobre recurrencia o
transitoriedad.

Teorema 1.3.2. El PAS. en Z¢, (Yo )n>0, es recurrente si, y solamente si, d € {1,2}.

Demostracion. Ver Ejemplo 2.2.5. |

1.4 Modelo de los sapos en Z

En la seccién anterior vimos condiciones para garantizar recurrencia y transitoriedad del PA en Z. Tam-
bién vimos que el PAS en Z? es recurrente si, y solamente si, d = 1,2. En esta seccién discutiremos la nocién
de recurrencia para un modelo definido a partir de no apenas una, mas de un sistema formado por infinitas
particulas realizando paseos aleatorios independientes en Z.

Consideramos el modelo de los sapos en Z que puede ser descrito de la siguiente forma: en un instante
n = 0 cada vértice n € Z estd ocupado por n,, particulas, donde (1, )nez es una sucesién de valores enteros
no negativos. Se asume que hay dos tipos de particulas, las activas y las inactivas. Cada particula activa
realiza, de forma independiente a cualquier otra, un paseo aleatorio en Z, con probabilidad p de saltar a la
derecha. Por otro lado, cada particula inactiva permanece inmovil hasta que el vértice donde se encuentra
es visitado por una particula activa, en cuyo caso es activada. La configuracién inicial asume que apenas las
particulas del 0 estdn activas y que todas las restantes estan inactivas. También por simplicidad se asume
que 1o = 1. En la Figura 1.4 se ilustra una posible realizacion del modelo en los primeros instantes.

La literatura del modelo de los sapos es amplia y los primeros resultados se encuentran en [1], donde el
modelo es estudiado en diferentes grafos infinitos. En [17] se hace una revisién interesante de resultados y
en [16] se compara una versién del modelo, en el grafo completo, con modelos matemdticos existentes en la
literatura para describir la transmision de un rumor en una poblacién. De hecho, la versién original del modelo
de los sapos estd inspirada en el fendmeno de transmisién de una informacion. En este sentido podemos pensar
que particulas activas son portadoras de una informacién y la transmiten a todas las particulas inactivas
que encuentran en su camino. Con esta interpretacion, las particulas inactivas representan individuos que
ignoran la informacién.

Resultados recientes sobre recurrencia de este modelo en diferentes tipos de grafos pueden ser encontrados
en [12] y en las referencias de dicho trabajo. Aqui consideramos la siguiente definicién de recurrencia.

Definicién 1.4.1. El modelo de los sapos en Z con configuracién inicial (n;);cz es recurrente si el 0 es
visitado infinitas veces, por particulas activas, con probabilidad 1. Caso contrario decimos que el modelo es
transitorio.

Teorema (Gantert & Schmidt, 2009). Considere el modelo de los sapos en Z con configuracion inicial
(n:)icz- El modelo es recurrente si, y solamente si,

Son (1) ==

Demostracion. Ver [7, Teorema 2.1]. [
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+ 000
+ 000

(@]

(@] °
I
T

—_
[\
w

-3 -2 -1 0

(a) En el instante n = 0 solamente la particula localizada en el
vértice 0 estd activa.

(@] (@]
O (@] (@] (@] O
O (©] (@] ° (@] (@] O
f f f f f f f
-3 -2 -1 0 1 2 3

(b) La particula inicialmente activa elige un vértice vecino con
probabilidad p (derecha), o 1 — p derecha.

— OO0
T 0000

(@] O
(@] o O
] ] ]
T T T

]
T
-3 -2 -1 0 1 2 3

(c) En el instante n = 1 la particula inicialmente activa salat al
vértice vecino elegido activando todas las particulas alli localiza-

das.
[
o KQ‘\
o) o) o) ° o)
o) o) o) e o) 0
} } } } } } }
-3 -2 -1 0 1 2 3

(d) Cada nueva particula activa elige un vértice vecino, de forma
independiente, y con probabilidades p (derecha) o 1 — p (izquier-

da).
(©] °
O (@] ©) (] ° O
O (@] ©) ° L] O
f f f f f f f
-3 -2 -1 0 1 2 3

(e) particulas inactivas son activadas cuando una particula activa
salta en el vértice donde se encuentran localizadas.

Figura 1.4: Descripcién de primeros instantes del modelo de los sapos en Z.

Problemas

1.1 Teorema de la probabilidad total. Sea (2 el espacio muestral de un experimento aleatorioy A C 2
un evento tal que P(A4) > 0. Si {41, As,...,A,} es una particién de Q; estoes, ;N A; =0sii#jy

Q =U, A;, demuestre que
n

P(A) = ) P(A]4)P(4)).

=1

1.2 Dadas dos variables aleatorias discretas X y Y definimos la esperanza condicional de X dado que Y =y,
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para y tal que P(Y = y) > 0, como
E[X|Y =y : le X =Y =y).

Muestre que para todo par de variables aleatorias discretas X y Y, vale la identidad E[X] = E[E[X|Y]].
En otras palabras, muestre que

=Y EXY = y]P(Y = ;).

Jj=1

1.3 Considere el problema de la ruina del jugador de la Seccién 1.1. Sea p; la probabilidad de que el jugador
A gane el juego suponiendo que A inicie con i pesos y que B comience con n — i pesos.
a) Explique por qué pg =0y p, = 1.
b) Muestre que p1 = (1 —¢/p) (1 —{a/p}") ™" si ¢ #py que p1 = 1/n, si ¢ =p.
1.4 Considere el problema de la ruina del jugador de la Seccién 1.1. Sea m; la duracién média del juego.
Suponga que A comienza con i pesos y que B comienza con n — i pesos.
a) Explique por qué m(0) = m(n) = 0.
b) Muestre que m; =1+ pm;41 +gmy—1 parai € {1,2,...,n —1}.
¢) Muestre que m; —m;_1 = a + b(q/p)?, donde a y b son constantes.
)

d) Considere p # ¢ y use (c) para concluir que

e (qip> - <qﬁp) 11((5))”

1.5 Suponga que la fortuna inicial del jugador A es de i pesos y que sabemos que el ganara el juego. Dada
esta informacién muestre que la probabilidad de que A gane la primer apuesta estd dada por:

p{1—(q¢/p)"™}
1—(q/p)t

sip#1/2,ypor (i+1)/2isip=1/2.
1.6 Considere el PA en Z con p € (0,1). Demuestre que:
)
P, = 0% =0) = (%) (-

P (7, < oo|Yp = 0) = (ﬂ> .
p

¢) Parai,j € Z, con i # j, existen constantes ny > 0y ng > 0 tales que

P(Y,, =jlYo=4) >0y P(Y,, =iYo =j) > 0.
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1.7 Pruebe que
i {4p(1 - p)}"
— <X
ot V1
si, y solamente si, p # 1/2.
1.8 Férmula de Stirling. Una herramienta importante de la teoria de probabilidades es la aproximacion:
n!l ~n"e "V2mn

obtenida de
n!
Iim ———— =1.
n—00 M e=N\/2n

a) Muestre que

n n+1
/ logz dx < logn! < / log x dz.
0 1

b) Use (a) para probar que
nlogn —n <logn! < (n+1)log(n+1) —n.

¢) Las desigualdades en (b) sugieren comparar logn! con algun valor préximo de la média aritmética
de los extremos. Sea
d, =logn! — (n+1/2)logn + n.

Muestre que

o —dpr = =t
P T 3n+1)2 T 5(2n + 1)2

Sugerencia: note que
n+1 1+ 2nl+1

1

n l—oh
y use la expansion
1 1
S log T — o4 (1/3)27 + (1/5)2° + - --
2 1—a
d) Use la expresién en (c) para mostrar que
1 1 1

0<dy—dy =
< NS Rnr 02 o1] 120 12011

Sugerencia: Compare con la série geométrica Y-, {(2n + 1)72}1-.
e) Concluya de (c) y (d) que
C := lim d, < c.

n—00

Verifique que esto es equivalente a decir que n! ~ € n"t1/2¢=n,
Sugerencia: note que la sucesion (d,), es decresciente y que la sucesion (d, — (12n)~1),, es cres-

ciente.
f) El producto de Wallis esté dado por

20 20 ™
i —_— | = —.
nﬂréog)<2i—12i+1> 2
Usando esta igualdad, pruebe que

T . 22n(n!)?

fm ————.
2 n—oo (2n)lV2n
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n

g) A partir de (e) y () concluya que n! ~ n™ e~™/2mn.

1.9 Demuestre la siguiente identidad combinatoria

()05 )=00)

1.10 Considere el PAS en Z3. Verifique que

M=

n n—i

=2 e (5)

2 2 MU (i~ ) (0 — i J)!

donde 8 =P (X5, = 0|Xo = 0) y 0 = (0,0,0).
1.11 Considere un PA en Z™ tal que

P(Ype1 = 1Y, =0) =py = 1 — P(Ypy = 0]Y,, = 0)

P(Yor1 =i+ 1Y, =i) =pi =1 = P(Ypp1 =i - 1|Y,, = i),
para todo n > 0 y para todo ¢ > 1. Discuta sobre la recurrencia o transitoriedad de este PA en las
siguientes situaciones:
a) p; <1/2 para todo i > 0;
b) p; > 1/2 para todo i > 0;
¢) existe £ :=1lm; ,oop; vy £ > 1/2;
d) existe £:=1m; ,oop; y ¢ < 1/2.



2 Cadenas de Markov a tiempo discreto

Este capitulo estd dedicado a una rapida introduccién a la teoria de cadenas de Markov a tiempo discreto.
El principal objetivo es presentar de forma sucinta los principales conceptos y primeros resultados de esta
teoria.

2.1 Definiciones preliminares

Definicién 2.1.1. Un proceso estocastico a tiempo discreto es una sucesioén de variables aleatorias (X, )n>0,
n € IN, definidas en el mismo espacio de probabilidad y con valores en algiin conjunto contable S.

Decimos que el proceso es “a tiempo discreto” porque usualmente el subindice n representa unidades de
tiempo y el proceso (X, )n>0 describe la evolucién de un determinado fenémeno a lo largo del tiempo. El
conjunto S es llamado espacio de estados del proceso y cada uno de sus elementos es llamado estado.

El paseo aleatorio en Z es un ejemplo de proceso estocastico a tiempo discreto. En ese caso, el proceso
estd formado por la sucesién (Y;,)n>0, donde la variable aleatoria Y;, denota la posicién de la particula
exactamente después del n-ésimo paso. Para el paseo aleatorio se satisface, por ejemplo, la siguiente identidad:

P(YnJrl :i+1|X0:i0,X1 :’L'l,...,Xn,1 :infl,Xn:i):p:P(YnJrl :Z+1|Ynzl),

para todo n > 1, independientemente del subconjunto {ig,é1,...,in—1,i} C Z considerado. Este ejemplo
ilustra una propiedad general conocida como propiedad de Markov, o propiedad Markoviana, que da
lugar a una clase muy especial e importante de procesos estocasticos.

Definicién 2.1.2. Una cadena de Markov a tiempo discreto (CMTD) con espacio de estados S es un proceso
estocastico (X, )n>0 tomando valores en S tal que

P(Xp41=j|Xo =10, X1 =11, X =2,..., Xpn_1 =in_1,X, =1) = P(Xpq1 = j|X,, = 1),
para todo n > 0 y para todo subconjunto {ig,i1,...,in—1,%,5} C S.
Observacién 2.1.3. Los inicios de la teoria de cadenas de Markov se remontan a 1913, a un trabajo del ma-
temético ruso A.A. Markov en el que se aplica matematica para el estudio de una poesia. Markov paso6 horas
estudiando los patrones de vocales y consonantes de una novela de Alexander Pushkin y si bien su andlisis

no aporté mucho para el estudio de la literatura de la época, sus técnicas son las que dieron origen a lo que
hoy conocemos como cadenas de Markov (Hayes, 2013).

A groso modo, una cadena de Markov es un proceso estocastico para el cual el futuro depende solamente
del presente.

De la Definicién 2.1.2, vemos que para todo i,j € S y para todo n > 0 las probabilidades
p(i,j) = P(Xpar = j1 X0 = i),

llamadas probabilidades de transicién son fundamentales para realizar calculos involucrados con una
cadena de Markov. De hecho, podemos verificar que la cadena de Markov estd completamente determinada

19
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por estas probabilidades y por la distribucién de su estado inicial. Por ejemplo, si P(Xy = i) = o, para todo
1 € S, donde las constantes «; son tales que 0 < a; < 1y ZiGS a; = 1, entonces

P(XO = io,Xl = il, ceey Xn = ’Ln) = Oéiop(io, Zl) .. .p(l.nfl, Zn) (21)

Es decir, la probabilidad de la historia del proceso desde el instante inicial hasta el instante n es una funcién
de las probabilidades de transicién p(i, j) y de los valores «;.

Podemos reunir la informacion proveniente de las probabilidades de transicién en una matriz P, llamada
matriz de transicién, cuyas entradas son los valores p(i, j). Si |S| = n, por ejemplo, la matriz de transicién
estd dada por:

p(1,1) p(1,2) p(1,3) ... p(l,n)

p(2,1) p(2,2) p(2,3) ... p(2,n)
P= : : : :

pn,1) p(m2) pn3) ... pln,n)

Para toda cadena de Markov a tiempo discreto, si 4,5 € S entonces p(i,j) >0y

Zp(ivj) =1

JjES
Es posible representar graficamente las transiciones de una CMTD a través de un grafo dirigido. En
ese caso, cada estado estd en correspondencia con un vértice y cada arista dirigida representa una posible

transicion. Ademds a las aristas se les designa un peso representando las probabilidades de transicién. A
modo de ejemplo, considere la CMTD (X,,),>0 con espacio de estados {0,1} y matriz de transicién dada

por
P= ll/z 1/2] . (2.2)
1/5 4/5

La representacion grafica de esta matriz estd dada en la Figura 2.1.

1/2

(83

1/5

Figura 2.1: Representacién gréfica de la cadena de Markov con § = {0, 1} y matriz de transicién dada por
(2.2).

Observacion 2.1.4. Usando representacién grafica de una CMTD no es dificil verificar que esta puede ser
vista como un PA en el respectivo grafo.

Ejemplo 2.1.5. Modelo de rumor de Daley-Kendall. El modelo de Daley-Kendall fue propuesto en 1964
[3, 4] como un modelo matemdtico para describir la propagacién de un rumor en una poblacién homogénea,
cerrada y totalmente mezclada. Lo interesante de este trabajo es que es la primera vez que tal fenémeno es
modelado de forma diferente a la propagacién de una infeccién, como era considerado en trabajos anteriores.

Para su formulacién se asume una poblacién de N personas, que se divide en tres tipos de individuos:
los ignorantes (ignorants), que son aquellos que no saben del rumor; los informantes (spreaders), que saben
el rumor y lo estdn propagando en la poblacién y los neutros (stiflers), que saben el rumor pero ya no
transmiten la informacién. Las interacciones entre personas se dan de a pares, formados al azar, y las
posibles interacciones son representadas en la Figura 2.2.
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oD oF o
[ﬁ] [II] [I'Il

(a) La poblacién es dividida en tres clases de
personas: informantes, neutros e ignorantes.

e
z
i

® e

. zliz)
i i

(b) Los individuos interactuan de a pares.

Informantes cuentan el rumor a los ignoran-

tes o pasan a la clase de los neutros si se

encuentran con otro ignorante o con un neu-
tro.

o =mo
l
o =meo

=
_N

e

O =H0 =m0
=9
=5

Figura 2.2: Clases de individuos y posibles transiciones del modelo de Daley-Kendall. Fuente: “A General
Markov Chain Approach for Disease and Rumor Spreading in Complex Networks” de Arruda et al., 2016,
preprint arXiv:1609.00682, p. 4.

El modelo se define como una CMTD (V},),,>0, siendo que en este caso las variables son vectores aleatorios
de tres coordenadas. Es decir V;, := (X,,,Yy, Z,), donde X,,,Y,, y Z, denotan el ntimero de ignorantes,
informantes y neutros, respectivamente, en el n-ésimo instante de tiempo del proceso, para n > 0. El espacio
de estados estd dado por S = {0, 1,..., N}? y las probabilidades de transicién por:

. . . ij
P((Xn+1,Ynt1, Zny1) = (0 — 1,5+ L k)| (Xn, Yo, Zn) = (i, 4, k) = T)§
2

P((Xn-i-lﬂyn-‘rlvzn-i-l) = ('L?J -1,k+ 1)| (Xm Y, Zn) = (Lj? k)) = TN

—~

. . . (g —1
P((Xnt1,Yot1, Zny1) = (i = 1,5 = 2,k + 2)[ (X0, Yo, Zn) = (4,5, k) = j(j(T))
2
Aqui se asume X,, +Y,, + Z, = N para todo n > 0, lo cual representa que la poblacién es cerrada.
O

Algunas veces es conveniente trabajar con la siguiente definicién de cadena de Markov.
Definicién 2.1.6. Sea (X,,)n>0 un proceso con valores en el conjunto S. Si existe una sucesién de variables

aleatorias Uy, Us, ... i.i.d. con distribucién uniforme en el intervalo (0,1) y una funcién f : S x (0,1) - S
tal que

Xn+1 = f(Xna Un)7

para todo n > 0, decimos que el proceso es una cadena de Markov a tiempo discreto.
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Ejemplo 2.1.7. Considere el PA en Z, (Y, )n>0, definido en la seccién anterior. Si Uy, Us, . .. es una sucesién
de variables aleatorias i.i.d. entonces podemos escribir

Yn+1 = f(an Un)v

donde la funcién f:Z x (0,1) — Z estd dada por

_ 1+1, siu<p,
flisu) =

1—1, siu>p.

Luego el PA es una cadena de Markov a tiempo discreto.
O

En general, si (X, ),>0 es una CMTD con espacio de estados S, se llaman probabilidades de transicién
en n pasos a las probabilidades

pn(iaj) = P(Xm-l-n = .7|Xm = TL),
para todo m,n >0y i,j € S. En este caso p1(i,j) = p(i,7) y por convencién asumimos que
1, sii=j,
pO(lvj) =
{ 0, sii#j.
Las siguientes ecuaciones son utiles para calcular las probabilidades p, (¢, j) de una cadena de Markov.

Proposicién 2.1.8. (Ecuaciones de Chapman-Kolmogorov) Sea (X,,)n>0 una CMTD con espacio de
estados S. Entonces,

anrT(ivj) = an(iak)pT(kvj)v (23)
keS

para todo n,r >0 yi,j €S.

Demostracion. Por definicién pp4r (2, §) = P(Xp4r = j|Xo = #). Por otro lado, note que
{Xn-l-r = ]} = Uges (Xn-l-r =7, Xn= k)

y como la unién es sobre eventos mutuamente excluyentes tenemos que

anrr(ivj) = ZP(XnJrT =7, Xn= k|X0 = Z) (2-4)
keS

Ademas
P(Xnir =, Xp = k| Xo =1) = P(Xpir = j|Xn =k, Xo = )P(X, = k| Xo =1)
= pT(kaj)pn(Zak)v

donde la primera igualdad es por definicién de probabilidad condicional y la segunda por la propiedad
Markoviana. De (2.4) y (2.5) concluimos el resultado. [

(2.5)

2.2 Recurrencia y transitoriedad

En el capitulo anterior estudiamos el concepto de recurrencia y transitoriedad de un paseo aleatorio. Este
concepto puede extenderse a todas las cadenas de Markov como veremos a seguir.
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Definicién 2.2.1. Sea (X,,)n>0 una CMTD con espacio de estados S. Para i € S sea
7= f{n >1: X, =i},

y sea T; := oo si el infimo no existe. Si
P(Ti < OO|X0 = Z) =1

decimos que ¢ es un estado recurrente. Si ¢ no es recurrente decimos que es transitorio.
El siguiente teorema nos da una condicién para saber cudndo un estado es recurrente o transitorio.

Teorema 2.2.2. Sea (X,)n>0 una CMTD con espacio de estados S y probabilidades de transicion p(i, j)
para i,j € S. Entonces

oo
i € S es recurrente si, y solamente si, g pn(i, 1) = 0.

n=0

Demostracion. Considere las variables indicadoras I,, definidas por

1, si X, =1,
1, =
0, siX, #i.

Observe que Zflo:o I, es el nimero de visitas del proceso al estado i. Suponga que el estado i es recurrente.

Entonces
P(r; <oo|Xo=14)=1

E <i[n X0:i> = 00.
n=0

La ida del teorema resulta como consecuencia de que

E (i I,
n=0

Para probar la vuelta suponga que el estado ¢ es transitorio. En este caso

(5

donde p; :=P(1; = 00| Xy =) > 0 y por lo tanto

an(ia Z) =E <Z I,
n=0 n=0

Xo = z) =Y E(I|Xo=1i)=> P(X,=i[Xo=1i)=_ pnli,i).
n=0 n=0 n=0

Xo = z) ~ Geom(p;)

1
Xo=1]=— <.
pi

]
Decimos que dos estados 7, j € S son de la misma clase si existen constantes n; > 0y ny > 0 tales que
P (i,5) >0y pny (4, 8) > 0.

Decimos que una CMTD es irreducible si todos sus estados pertenecen a la misma clase.
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Ejemplo 2.2.3. Sea (X,)n>0 una cadena de Markov con espacio de estados S = {0,1,2,3,4} y matriz de
probabilidades de transicién:
1/6 5/6 0 0 0
1/3 0 2/3 0 0
P=|0 0 1/2 1/2 0
0 0 1/2 1/4 1/4
0 0 0 0 1

Podemos representar graficamente esta cadena como en la Figura 2.3 e identificar que existen tres clases:

Cr ={0,1}, Co = {2,3} y C3 = {4}.

Figura 2.3: Representacion gréafica de la cadena de Markov del Ejemplo 2.2.3.

O

Corolario 2.2.4. Si dos estados i y j son de la misma clase y el estado i es recurrente, entonces el estado
J es recurrente.

Como consecuencia del resultado anterior tenemos que para verificar si un estado es recurrente o tran-
sitorio, es suficiente verificar esto para cualquier estado de su clase. Cuando una cadena de Markov es
irreducible decimos que la cadena es recurrente o transitorio si sus estados son recurrentes o transitorios,
respectivamente.

Ejemplo 2.2.5. Recurrencia para el PA en Z%. Considere el PA en Z?, (Y3)n>0. Podemos demostrar
el Teorema 1.3.2 a partir del Teorema 2.2.2. Por el Corolario 2.2.4 es suficiente mostrar el resultado para
0 € Z%. Para el caso d = 1 considere el PA general, con probabilidad p de saltar a la derecha y probabilidad
1 — p de saltar a la izquierda. Observamos que ps2,—1(0,0) = 0 para n > 1 mientras que

p 0.0 = () 1=

Denotamos ¢ := 1 —p y usamos la férmula de Stirling en la expresién anterior (ver Ejercicio 8) para conseguir

(4pq)"”
VT

El resultado es obtenido a partir de la aproximacién anterior y notando que

an(Ou 0) ~

o (dpg)m o1
E = oo si, y solamente si, p = 3
n=1

Ne

El caso d > 2 requiere un poco mds de trabajo. En particular, para el PAS en d = 2 si 0 = (0,0) podemos

mostrar que
moo= ()3 (1)) (5)
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que, por la identidad combinatoria del Ejercicio 9, se puede escribir como

wion=(2) ()"

Una aplicacién de la férmula de Stirling implica que pa,(0,0) ~ (mn)~!. Luego el PA es recurrente. Para
una prueba de la transitoriedad del PA para d = 3 sugerimos al lector consultar [20, Seccién 1.8, pag. 28].

2.3 Anadlisis del primer paso

Em andlisis del primer paso es una técnica usada para calcular probabilidades y esperanzas relacio-
nadas con una cadena de Markov. La idea general es condicionar sobre el primer instante de la cadena y,
después de aplicar convenientemente la propiedad Markoviana, trabajar con ecuaciones recursivas relacio-
nadas con la cantidad que se desea calcular. Este es el método que hemos usado cuando trabajamos con la
ruina del jugador. En esta seccién mostramos otros ejemplos de aplicacién los cuales seran, si la imaginacién
y delicadeza del lector lo permite, sobre zombis.

Ejemplo 2.3.1. Rick vs Zombis. Suponga que Rick se encuentra en una casa y avanza de habitacién en
habitacion siempre eligiendo al azar entre cuartos contiguos. Suponiendo que uno de los cuartos estéd lleno
de zombis y que en otro hay un arma, ;cudl es la probabilidad de que Rick encuentre el arma antes que el
cuarto con los zombis? Para facilitar la resolucién considere que los cuartos estdn numerados, ver Figura
2.4(a). Ademds supongamos que inicialmente Rick estd en el cuarto 2, los zombis estdn encerrados en el
cuarto 7 y que el arma estd en la habitacion 8.

Vamos a describir el problema a través de la CMTD (X,,),,>0 con espacio de estados {1,2,...,8} y matriz

de transicién ~ _
0 1 0 0 0 0 0 0
13 0 1/3 0 1/3 0 0 0
0 1/2 0 1/2 0 0 0 0
p_|0 0 13 0 13 0 13 0
“lo 1/3 0 1/3 0 1/3 0 0

o 0 0 0 1/3 0 1/3 1/3
0 0 0 0 0 0 1 0

0o 0 0 0 0 0 0 1]

Aqui X, representa el n-ésimo cuarto visitado por Rick. Sea A el evento de que Rick encuentre el arma antes
que el cuarto con zombis y considere
pi ‘= P (A|X0 = ’L) )

para i € {1,2,...,8}. Note que p; = 0 y pg = 1. Nuestro objetivo es encontrar p;. Condicionando sobre X;
tenemos, por ejemplo, que

3
p2 =Y P(A|Xo=2,X1 =2 — )P(X; = 2i — 1|Xo = 2)

i=1
que resulta en

IR DR SR |
p2—3]91 31?3 32?5-

El mismo razonamiento nos lleva a las siguientes ecuaciones: p; = pa,

1 1 1 1
P3 =3 (p2 +pa), pa= 3 (ps +ps), p5= 3 (P2 +pa+p6); ¥ P6 = 3 (p5 +1)
cuya solucién es py = pa = 3/13, p3 = 5/26, py = 2/13, p5 = 7/26 y ps = 11/26. Es decir, la probabilidad de
interés es py = 0,230769.
O
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Zombis

Rick Arma

(a) Configuracién inicial en la casa.

(b) Representacién de la cadena de Markov.

Figura 2.4: Ejemplo 2.3.1. Rick vs Zombis.

Calculos analogos nos permiten encontrar el tiempo medio, medido en niimero de cuartos visitados, hasta
que alguna de las habitaciones sea encontrada. Vemos esto en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.3.2. Considere la cadena de Markov definida en el Ejemplo 2.3.1 y defina la variable aleatéria
T :=inf{n > 0 : X,, € {7,8}}. Podemos calcular E(T|X, = 2) de la siguiente forma. Defina para todo
ie{1,2,...,8}

y note que my = mg = 0. Por otro lado, condicionando sobre el primer paso del proceso, y usando la
propiedad Markoviana obtenemos que
1 1 1 1
mo = 5(1+m1)+ §(1+m3)+ g(1+m5) =1+ §(m1 + ms3 +ms).

Andlogamente, encontramos las siguientes ecuaciones: m; = 1 + mao,

1
m3:1+§(m2+m4), m4:1+§(m3+m5), m5:1+§(m2+m4+m6)ym6:1—|—§m5,
cuja solucién estd dada por my = 145/13, my = 132/13, mg = 123/13, my = 88/13, ms = 102/13 y
mg = 47/13. Luego, el valor de interés es mo = 10,1538.
O
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2.4 Distribucién estacionaria

Finalizamos este capitulo con la nocién de distribucion estacionaria de una CMTD. Intuitivamente una
distribucién estacionaria para una cadena de Markov puede ser pensada como un “equilibrio” para el proceso.
A seguir resumimos las principales definiciones y resultados del tema. Si bien algunos de los resultados seran
presentados sin prueba incluimos referencias en las que estas pueden ser consultadas en una lectura més
profunda de asunto.

Definicién 2.4.1. Sea (X,,)n>0 una CMTD con espacio de estados S y probabilidades de transicién dadas
por p(i,j). Decimos que una distribucién de probabilidades sobre S, m := (7());es, es una distribucién
estacionaria para la cadena de Markov si

©(j) = > w(D)p(i, ), (2.6)
€S
para todo j € S.

A seguir veremos que si una cadena de Markov comienza a partir de una distribucién estacionaria entonces
la distribucién de su estado para todo instante de tiempo también es estacionaria.

Proposicién 2.4.2. Sean (X,,)n>0 una CMTD con espacio de estados S, probabilidades de transicién p(i, j)
y = (7(4))ies una distribucion estacionaria para la cadena. Si Xo ~ m entonces X, ~ 7 para todo n > 1.

Demostracion. La prueba es por induccién. Sabemos que X ~ 7; esto es, P(Xo = i) = 7 (i), para i € S.
Para el paso de inducciéon asumimos que X, 1 ~ 7. Entonces, para cada j € S, tenemos que

]P)(Xn = .]) = Z]P)(Xn = j|Xn71 = Z.)]P)(anl = Z) = Zp(l,])ﬂ'(l) = ﬂ'(j),
€S €S

donde la primer igualdad es consecuencia del Teorema de la probabilidad total, la segunda es por la hipdtesis
inductiva y la tercera porque 7 es una distribucién estacionaria para la cadena. |

Ejemplo 2.4.3. Considere la CMTD (X,,),>0 con espacio de estados S = {0, 1} y matriz de transicién
1/2 1/2

P = / / .
1/5 4/5

La representacion grafica de esta cadena estd dada en la Fig. 2.1. Una distribucién estacionaria para esta
cadena debe satisfacer (2.6); es decir,

Luego m = (2/7,5/7).
0

No siempre existe una distribucién estacionaria para una cadena de Markov. El PA en Z es un ejemplo
de esto y su verificacién se deja como ejercicio. Para presentar el teorema de existencia de la distribucién
estacionaria necesitamos la siguiente definicion, en la que consideramos la variable 7; de la Definicion 2.2.1.

Definicién 2.4.4. Sea (X,,)n>0 una CMTD con espacio de estados S. Si
E(TAXO = ’L) < 00

decimos que 7 es un estado recurrente positivo. Si i no es recurrente positivo decimos que es recurrente nulo.
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Teorema 2.4.5. Sea (X, )n>0 una CMTD irreducible con espacio de estados S. Existe una unica distribucion
estacionaria ™ para esta cadena si, y solamente si, i es recurrente positivo para todo i € S. En este caso,

) 1
ﬂ-(l) - E(Ti|X0 = Z'),

para i € S.
Demostracion. Ver [20, Teorema I1.1.1, pdg. 48]. |

Vimos, en la Poposicién 2.4.2, que si Xg ~ 7 y w es una distribucién estacionaria entonces la respectiva
cadena de Markov es tal que X,, ~ 7. A seguir veremos cuales son las condiciones para que, suponiendo
existencia y unicidad de 7, tengamos la siguiente convergencia:

lim py, (i, ) = 7(j), (2.7)
n—oo

para todo 4,7 € S. El limite anterior no depende del estado inicial. Esto significa que en un tiempo suficien-
temente grande el proceso estard en el estado j con una probabilidad aproximada ().

Primero observamos que no siempre estos limites convergen para una distribucién de probabilidades.

Ejemplo 2.4.6. Sea (X,),>0 una cadena de Markov con espacio de estados S = {0,1,2,3} y matriz de
probabilidades de transicién:

0 1/2 0 1/2

12 0 1/2 0

0 1/2 0 1/2

/2 0 1/2 0

P =

En este caso, no es dificil verificar que, 7 = (1/4,1/4,1/4,1/4) es la tinica distribucién estacionaria para esta
cadena. Por otro lado, para cualquier ¢ € {0,1,2,3} tenemos que pa,—1(i,i) = 0 para n > 1, lo que implica
que (2.7) no es posible.

Definicién 2.4.7. Decimos que un estado recurrente ¢ tiene periodo d, si d es el méaximo comun divisor del
conjunto
{n>1:py(i,i) > 0}.

Si un estado tiene periodo d = 1 decimos que es aperidédico. En el Ejemplo 2.4.6 todos los estados tienen
periodo 2. De hecho es posible probar la siguiente propiedad, que se deja como ejercicio.

Proposicién 2.4.8. Sean (X,)n>0 una cadena de Markov con espacio de estados S y C C S una clase de
estados recurrentes. Si i € C tiene periodo d entonces todo j € C tiene periodo d.

Teorema 2.4.9. Sea (X,)n>0 una cadena de Markov irreducible, recurrente y aperiddica con espacio de
estados S y probabilidades de transicion p(i,j). Sim es una distribucidn estacionaria para la cadena entonces

Jimpn (i, 5) = 7(j),

para todo i,j € S.

Demostracion. Ver [20, Teorema I1.3.1, pdg. 59]. |
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Problemas
2.1 Sea (X,)n>0 una cadena de Markov con espacio de estados S = {0,1,2} y matriz de probabilidades de
transicion:
0,7 02 01
P=|0 06 04
05 0 05

2.2

2.3

24

2.5

2.6

Calcular:
a) ]P)(XQ = 1,X3 = 1|X0 = O),
b) P(X1=1,X, =1|Xo =0).

Sea (X, )n>0 una cadena de Markov con espacio de estados S = {0, 1,2} y matriz de probabilidades de
transicion:

0,1 0,1 08
P=102 02 06
03 03 0,4

Calcular:
a) ]P)(Xl = 1,X2 = 1|X0 = O),
b) P(Xy =1,X5=1/Xo=0).

Sea (X, )n>0 una cadena de Markov con espacio de estados S = {0, 1,2} y matriz de probabilidades de
transicion:

0,3 0,3 04
P=102 06 02
0 0 1

Calcular:

a) P(Xz =2,X3=1|Xo =0);
b) P(X5 = 2|Xo = 0).

El siguiente es un modelo tedérico simple propuesto por los fisicos Paul y Tatyana Ehrenfest para repre-
sentar el movimiento de moléculas entre dos compartimientos. Suponga que hay N bolas distribuidas en
dos urnas. Cada bola es seleccionada al azar, de a una a la vez, retirada de la urna donde se encuentra
y colocada en la otra urna. Si X,, denota el niimero de bolas en la primer urna exactamente después
del n-ésimo cambio, muestre que (X, ),>0 es una cadena de Markov y escriba sus probabilidades de
transicion.

Problema de transmision de un rumor. Un grupo de N personas estd dividido en ignorantes e informantes.
Suponga que en cada instante discreto de tiempo apenas un par entre estas personas, seleccionado al
azar, interactia por medio de una conversacion. Si el par es formado por un ignorante y un informante,
el informante cuenta el rumor con probabilidad p, p € [0, 1], en cuyo caso el ignorante pasa a la clase de
los informantes. En cualquier otra situacién nada cambia. Sea X,, el niimero de informantes en el grupo
después de la n-ésima interacciéon. Determine las probabilidades de transicién de la cadena de Markov
(X )n>0-

Considere las siguientes cadenas de Markov:

a) Passeio aleatorio en un circulo con 5 vértices;

b) Procesos considerados en los ejercicios 1 a 3.
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2.7

2.8

2.9
2.10

2.11
2.12

2.13

2.14

Encuentre una funcién f(z,u), con f: S x (0,1) — S, tal que para todo n > 1 podamos escribir
Xn = f(Xn—h Un)u
donde {Uy,}n>1 es una sucesién de variables aleatorias i.i.d. con U; ~ U(0,1).

Sea (X, )n>0 una cadena de Markov con espacio de estados S = {0,1,2,3,4,5} y matriz de transicién:

1/6 5/6 0 0 0 0

1/3 2/3 0 0 0 0

p_ |0 0 12 0 12 0
T |14 174 0 0 174 1/4|

0 0 1/2 0 1/2 0
0 1/6 0 1/6 1/6 1/2

Encuentre todas las clases y determine cuales son transitorias y cuales son recurrentes.

Sea (X, )n>0 una cadena de Markov con espacio de estados S = {0,1,2,3,4,5} y matriz de transicién:

1/3 1/3 0 1/3 0 0

0 2/3 0 1/3 0 0
p_|0 0 1 0 0 0
“l1/4 174 0 0 1/2 0
/2 0 0 1/2 0 0

0 1/4 0 1/4 0 1/2

Encuentre todas las clases y determine cuales son transitorias y cuales son recurrentes.
De un ejemplo de una clase infinita y cerrada que sea transitoria.

Sea (X,,)n>0 una cadena de Markov con espacio de estados § = {0,1, 2,3} y matriz de transicién:

2/5 3/10 1/5 1/10
0 7/10 1/5 1/10
0 0 9/10 1/10
0 0 0 1

P:

Calcule el tiempo médio hasta que el proceso llegue el estado 3 dado que Xy = 0.
Demuestre el Corolario 2.2.4.

Sea (X,,)n>0 una cadena de Markov con espacio de estados S = {0,1,2} y matriz de transicién:

1 0 0
P=|1/10 3/5 3/10
o 0 1

a) Determine la probabilidad de que el proceso llegue al estado 0 dado que Xy = 1.
b) Suponga que P(Xy =14) =1/3,i € {0,1,2}. Determine el tiempo médio de absorcién del proceso.

Considere el problema de transmision de un rumor del Ejercicio 2.5. Suponga que el grupo es de 5
personas y que inicialmente apenas una de ellas es informante. Calcule el tiempo médio hasta que todos
sepan el rumor.

Una urna contiene 5 bolas rojas y 3 bolas verdes. Se elige una bola al azar. Si la bola elegida es roja
entonces esta es retirada de la urna pero si la bola seleccionada es verde, esta es devuelta a la urna. Este
proceso continua hasta que todas las bolas rojas sean retiradas. Cual es el tiempo medio de duracién del
proceso?
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2.15

2.16

2.17

2.18
2.19

2.20

2.21
2.22
2.23
2.24

Sea (X, )n>0 una cadena de Markov con espacio de estados S = {0,1,2} y matriz de transicidn:
12 2/3 0
P=1{1/2 0 1/2
1/6 1/3 1/2

Encuentre la distribucion o distribuciones estacionarias de la cadena.

Sea (X, )n>0 una cadena de Markov con espacio de estados S = {0,1,2} y matriz de transicidn:

1/2  2/5 1/10
P=[3/10 2/5 3/10
1/5 3/10 1/2

Encuentre la distribucion o distribuciones estacionarias de la cadena.

Considere una cadena de Markov (X,),>0 con valores en los enteros positivos y probabilidades de
transiciéon dadas por

pli,i+1)=p e p(i,0)=1-p
parat > 0, donde 0 < p < 1.
a) Pruebe que esta cadena es irreducible.

b) Pruebe que esta cadena es recurrente positiva.
Pruebe que el PA en Z no tiene distribucién estacionaria.

Sea (X,)n>0 una cadena de Markov con espacio de estados S = {0,1,2,3} y matriz de transicién:

0 1/2 0 1/2
1/4 0 3/4 0
0 1/3 0 2/3
12 0 1/2 0

P:

Encuentre la distribucion o distribuciones estacionarias de esta cadena.

Sea (X,)n>0 una cadena de Markov con espacio de estados S = {0,1, 2,3} y matriz de transicién:

0 0 0 1
1/4 1/4 1/4 1/4
0 1/3 0 2/3
1/3 1/3 1/3 0

P =

Encuentre la distribucién o distribuciones estacionarias de esta cadena.
Encuentre la distribucion estacionaria de las cadenas de Markov consideradas en los Ejercicios 2.1 a 2.3.

Considere la cadena de Markov del Ejemplo 2.4.3 y calcule E(7;| X = i) directamente, para i = 0, 1.

Demuestre la Proposicién 2.4.8
Sea (X, )n>0 una cadena de Markov con espacio de estados S = {0,1,2} y matriz de transicin:
/2 0 1/2
P=11/2 0 1/2
12 1/2 0

Muestre que para todo i y j la probabilidad p, (i, j) converge cuando n — oo.
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2.25 Sea (X, )n>0 una cadena de Markov con espacio de estados S = {0, 1, 2,3} y matriz de transicién:

0 1/2 1/2 0

0 1 0 0
P=10 0o 13 2/3

0 0 1/2 1/2

a) Encuentre la distribucién o distribuciones estacionarias de esta cadena.

b) Encuentre todos los limites de p, (i, j) que existen.

32



3 Procesos de ramificacion

En este capitulo nos dedicamos a una clase especial de cadenas de Markov llamadas procesos de ramifi-
cacion.

3.1 Procesos de Bienaymé-Galton-Watson

Aunque parece ser que el nombre “proceso de ramificacién” fue propuesto por Kolmogorov y Dmitriev
en 1947 para describir procesos estocasticos que aparecen en el modelamiento de poblaciones, el concepto
viene de mucho antes y fue considerado de forma independiente por Bienaymé (1845) y por Galton y Watson
(1873). La motivacién inicial ha sido el estudio de la descendencia de una familia. Una resena histérica
completa puede encontrarse en [8, 15].

Informalmente podemos pensar un proceso de ramificacién, o proceso de Bienaymé-Galton-Watson (BGW),
de la siguiente forma. Suponga que particulas dan nacimiento a nuevas particulas de acuerdo a una variable
aleatoria discreta X con valores en el conjunto {0, 1,2, ...} y funcién de distribucién de probabilidades dada
por

P(X = k) = px (3.1)

para k € {0,1,2,...}. Suponga que en el instante de tiempo n = 0 hay una tnica particula y que esta
da nacimiento en el instante n = 1 a nuevas particulas segiin una variable aleatoria i.i.d. a la variable X.
Decimos que estas nuevas particulas son las descendientes directas de la anterior. Es decir, la particula inicial
da nacimiento a k descendientes directas con probabilidad pk, para k € {0,1,2,...}. En general, si hay un
cierto nimero de particulas en el instante n, cada una de estas dara nacimiento a nuevas particulas en el
instante n 4+ 1 de acuerdo a variables i.i.d. a la variable aleatoria X. En la Figura 3.1 ilustramos una posible
realizacién de este proceso.

Decimos que la particula del instante n = 0 constituye la generacién 0 y que las particulas que nacen en
el instante n constituyen la n-ésima generacion del proceso, n > 1. Denotamos por Z,, la variable aleatoria
que cuenta el nimero de particulas de la n-ésima generacién. Entonces (Z,,)n>0 es una cadena de Markov a
tiempo discreto. Mas precisamente, tenemos la siguiente definicién.

33
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Figura 3.1: Posible realizacién de un proceso de ramificacién. Las variables X;; son i.i.d. a la variable X de
(3.1).

Definicién 3.1.1. Sea X una variable aleatoria discreta con distribucién de probabilidades dada por (3.1).
Llamamos proceso de Bienaymé-Galton-Watson, o simplemente proceso de ramificacién, a la cadena de
Markov (Z,,)n>0 con espacio de estados S = {0,1,2,...} y probabilidades de transicién dadas por:

]P’(Zn+1:j|Zn:i):P(Zi:1XT:j), parai>1lej >0,
p(i,j) = 0, parat=0e j > 0,
1, parat=0e j =0,
donde X7, ... X, son variables aleatorias i.i.d. a la variable aleatoria X.

Para simplificar la exposicién asumimos que Zy = 1. Note que si no hay particulas en la n-ésima ge-
neracién entonces no habrd particulas en las generaciones siguientes. Por esto p(0,j) = 0 para j > 0y
p(0,0) = 1. En este sentido, decimos que el estado 0 es un estado absorbente y representa el evento que
llamamos extincion del proceso.

Definicién 3.1.2. Sea (Z,)n>0 un proceso de ramificacién. Llamamos extincién del proceso al evento
£=\J{z., =0} (3.2)
n>1
y llamamos sobrevivencia al evento complementar. Denotamos la probabilidad de extincién por p := P(E).

Observacion 3.1.3. La extincién del proceso puede ser interpretada como la existencia de una generacion
a partir de la cual no nacen mas particulas. Este evento puede ser escrito de la siguiente forma

U Nz =0} (3.3)

n>1k>n

El objetivo de este capitulo es mostrar el teorema fundamental de los procesos de ramificacién, el cual
describe sobre qué condiciones hay extincién o sobrevivencia del proceso. Antes de esto, resumimos algunas
propiedades de la variable aleatoria Z,,, para n > 1.
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Proposicién 3.1.4. Sean m :=E(X) e v:=V(X). Entonces E(Z,) =m" y

V(Zy) = { v2mn—1 (777::11) 7 sim41

nv?, stm=1

para todo n > 1.

Demostracion. Vamos a mostrar que E(Z,,) = m™ condicionando sobre los posibles valores de Z,,_1; es decir

E(Zn) =Y B(Zn|Zn-1 = i)P(Zn_1 = i).
=0

Como
Zn_1
In=_ X;,
j=1
donde X1, Xo,... son i.i.d. a la variable aleatoria X, entonces

00 Zn-1
E(Zn) =Y E| Y Xj|Zn1=i|P(Zy 1 =1i).
i=0 j=1

Por otro lado, dado que las variables aleatorias X; y Z,_1 son independientes tenemos que

E(Z,) = iE ZZ:XJ- P(Zp_y =1i) = miip(zn,l =i).
i=0 j=1 i=1

Luego
E(Z,) = mE(Z,-1)

m2E(Zn,2)

= m"_lE(Zl).

Como E(Z;) = E(X) = m, concluimos que E(Z,) = m™. La prueba de la expresién para V(Z,,) resulta de
forma andloga con un poco més de trabajo y el uso de propiedades de varianza condicional (ver Problema
3.2).

|

3.2 Funciones generadoras de probabilidad

Para estudiar la extincién o no de un proceso de ramificacién vamos a usar propiedades de la funcién
generadora de probabilidades (fgp) de la variable aleatoria X . Es decir, consideramos la funcién ¢(t) definida
por

o) = E() = it Jf < 1.
=0

A partir de ¢(t) podemos obtener los valores py, para k € {0,1,2,...}. De hecho,

I <a<k>¢(t) > B 5.4

T ot

A seguir vemos una interesante relacién entre ¢ y la fgp del tamano de la n-ésima generacion del proceso.
Usamos (¢ o ¢)(t) para representar la funciéon ¢(¢p(t)) resultante de iterar dos veces la funcién ¢.
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Proposicién 3.2.1. Sean ¢(t) y ¢n(t) las fgp de las variables aleatorias X y Z,, n > 1, respectivamente.
Entonces

Pn(t) = ¢"(t), (3.5)
donde
¢"(t) = (podo...0)(t).
—_———

n veces

Demostracion. Vamos a demostrar (3.5) por induccién en n. El caso n = 1 es claro porque
¢1(t) = E(t7) = E(t¥) = ¢(1).
Suponga que (3.5) vale para n — 1. De la definicién de fgp

Gn(t) =D P(Z, = i)', (3.6)
1=0

Por otro lado,

P(Zn=i) = > P> Xp=ilZu1=5|P(Zu1=7)
§=0 k=1
= >y P <Z Xy =i|Zp1 = j) P(Zp—1 =) (3.7)
j=0 k=1
= Z]P’ (ZXk = l) P(Zn—1 = j),
j=0 k=1

donde las sucesivas igualdades fueron obtenidas usando la definicién de Z,, a partir de Z,,_; y la independencia
entre las variables aleatorias X; y Z,,_1. De (3.6) y (3.7) tenemos que

MOEDY (ZP <Z Xy = z) t1> P(Zn—1 = j)
=0 \i=0 k=1
Pero ‘
> P (Z X = ) 1 = (5 X0 = (o(1)),
i=0 k=1
entonces

De la hipétesis inductiva tenemos que
Pn-1(t) = "1 (t) = (9o do...9)(t).
~—_——
n—1 veces
Esto completa la prueba. |

A seguir listamos algunas propiedades que son clave para el estudio de la probabilidad de extincién del
proceso de ramificacién.

Proposicion 3.2.2. Sipy+ p1 < 1, entonces ¢ satisface las siguientes propiedades.:

i. ¢ es estrictamente convexa y creciente en [0, 1];
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ii. ¢(0) =po y ¢(1) =1;
iii. st ¢'(1) <1 entonces ¢(t) >t para t € [0,1);
iv. si ¢'(1) > 1 entonces ¢(t) =t tiene una dnica raiz en [0,1);

v. ¢'(1) =m.

3.3 Probabilidad de extinciéon

Estamos en condiciones de demostrar el resultado fundamental de los procesos de ramificacion.

Teorema 3.3.1. Sea po + p1 < 1. La probabilidad de extincion p del proceso de ramificacion (Z,)n>o0 €s la
menor raiz no negativa de la ecuacion t = ¢(t). Ademds,

p =1 si, y solamente si, m < 1.

Demostracion. Vamos a dividir la prueba en dos partes. Primero vamos a probar que la probabilidad de
extincién p satisface la ecuacién p = ¢(p). Para esto usamos propiedades del proceso y la continuidad de la
funcién ¢. En la segunda parte verificamos que p es la menor de las raices de la ecuacién anterior en [0, 1].
Esto sera conseguido estudiando el comportamiento de la fgp de X.

Primera parte: vamos a mostrar que p = ¢(p). Definimos, para todo n > 0,

pn =P(Z, =0).

Como {Z,, = 0} C {Z,+1 = 0}, para todo n > 1, la sucesién de eventos ({Z, = 0}),>1 es no decreciente y

nlgrolo Pn = p- (3.8)
Por otro lado, tenemos que
P = Z]P’(Zn =0|Z1 =9)P(Z1 =i|Zy=1), (condicionando sobre la primer generacién)
i=0
= Z(P(Zn—l =0))"'pi, (ipor qué?)
i=0
= Z(pnfl)ipi, (definicién de py,—1)
i=0
= ¢(pn-1), (definicién de @).
Es decir,
pr = $(pn-1). (3.9)

Como ¢ es una funcién continua, resulta de (3.8) y (3.9) que p = ¢(p).

Segunda parte: vamos a estudiar las soluciones de ¢ = ¢(t) usando propiedades de ¢. En particular, vamos
a analizar estas soluciones a partir del gréfico de ¢(¢t) (Figura 3.2). De la Proposicién 3.2.2 tenemos tres
posibles comportamientos de ¢, dependiendo de que (a) ¢'(1) > 1, (b) ¢’(1) =10 (¢) ¢'(1) < 1.

En todos los casos existe como mdximo dos valores, to y 1, tales que t = ¢(t). De la primer parte de la
demostracién de este teorema sabemos que p es raiz de esta ecuaciéon. Entonces

nde(a)p<lop=1,
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() ¢'(1) > 1. (b) ¢'(1) = 1. (c) ¢'(1) < L.

Figura 3.2: Comportamiento de ¢(t).

= de (b) p=1,
wde(c)p=1.

Como m = ¢'(1) concluimos de (b) y (c¢) que p es la menor raiz no negativa de t = ¢(t) y que si m < 1
entonces p = 1. Basta estudiar el caso (a). Usaremos (3.9) para construir los valores p; a partir del gréfico
de la funcién ¢. Observe que

po = 0

pr = dlpo) = ¢(0) = po

p2 = ¢(p1) = ¢(po)

En la Figura 3.3 tenemos la construccion geométrica de estos valores a partir del grafico de ¢. Luego no es
dificil verificar que los valores p; convergen a la primera interseccién de las curvas y =ty y = ¢(t). De (3.8),
tenemos que debe ser p =g y asi p es la menor raiz de t = ¢(t). En particular p < 1 cuando m > 1.

p2 = ¢(p1) \

p1=00) —=--~

Figura 3.3: Construccién geométrica de los valores p; y p.
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Ejemplo 3.3.2. Suponga que po = 1/4, p1 = 1/4 y p2 = 1/2. En este caso m > 1, entonces del Teorema
3.3.1 concluimos que p < 1. En particular,
1 1 1

_ .2 1.2
¢(t)—4+4t+2t

y ¢ es la menor raiz de la ecuacién t = ¢(t). Como t = ¢(t) si, y solamente si,
t?—3t+1=0

tenemos que p = 1/2.
O

Ejemplo 3.3.3. Los procesos de ramificacién de division binaria son importantes en biologia. Este tipo de
procesos son tales que
po=1-—p e p2=p,
para p € (0,1). En este caso,
¢(t) =1 —p+pt?
y m = ¢ (1) = 2p. Del Teorema 3.3.1 tenemos que p=1sip<1/2y p=(1—p)/psip>1/2.
O

El siguiente ejemplo extraido de Grinstead y Snell [8] se refiere a datos reales compilados y analizados
por Keyfitz en 19771,

Ejemplo 3.3.4. Volviendo a la motivacion inicial de los procesos de ramificacién estudiamos a seguir el
linaje familiar de sexo femenino entre mujeres de una ciudad de Japén. Keyfitz estimé que la distribucién
del nimero de hijas de mujeres japonesas, de edades entre 45 y 49 afios en 1960 esta dada por la siguiente
tabla:

po = 0,2092
p1 = 0,2584
ps = 0,2360
ps = 0,1593
ps = 0,0828
ps = 0,0357
ps = 0,0133
pr = 0,0042
ps = 0,0011
pg = 0,0002
pio = 0,0000

Figura 3.4: Distribucién del niimero de hijas.

El nimero esperado de hijas en una familia esta dado por 1,837 y entonces la probabilidad de extincién
es p < 1. Del Teorema 3.3.1 podemos estimar que p ~ 0,324.
O

Ejemplo 3.3.5. Suponga que p = bp*~ !, para k =1,2,..., y que

po_l—zpz_l“’ P

IKeyfitz, N. Introduction to the Mathematics of Population, rev. ed. (Reading, PA: Addison Wesley), (1977).
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En este caso, tenemos que la fgp de la variable aleatoria X esta dada por

l—b P b P b bt
=& bpt— ltzi t _1_—
B(t) +Zp +- Zp Rl

En particular,
b
(1—-p)?
y podemos aplicar el Teorema 3.3.1 para estudiar la probabilidad de extincién p. Sim > 1, p < 1 y es la
menor raiz de la ecuacién

m =

f=1- 0
1—p 1-—0pt
Esto es,
_1-b-p
p(l—p)’

Por otro lado, podemos aplicar la Proposicién 3.5 para obtener la distribucién de Z,, (ver [2, 1.4]). Cuando

m # 1 tenemos que
2
1—
1— P m" (m"fp) t

Gty =1-—m" — + , (3.10)
m” —p 1— (m::l) t
mr—p
y cuando m = 1 que
- — 1)t

1—p+np—npt
Luego podemos calcular las probabilidades P(Z,, = k) a partir de la fgp y de (3.4). Si m # 1 tenemos que

Pz, =) =1 - (H22)

mn —p
1— 2 n_1\!
]P’(Zn:z'):m"< p) (m )
m" —p m"™ —p

Observacion 3.3.6. Procesos de ramificacién como el presentado en el Ejemplo 3.3.5 pueden ser usados para
estudiar la evolucién de la descendencia de una familia. Un ejemplo dado por Lotka (1939)2, bastante citado
en la literatura (ver [6, 10, 20]), muestra que la distribucién py = 0,4825 y pi = (0,2126)(0,5893)*~!, para
k > 1, es apropiada para describir la descendencia directa de hombres americanos (los valores numéricos
estdn basados en un censo de 1920). Lotka aplicé el Teorema 3.3.1 para determinar que la probabilidad de
extincién en este caso es p = 0,819.

Otro ejemplo interesante surge de analizar los datos del Ejemplo 3.3.4. En este caso podemos mostrar
que la distribucién py = (0,3666)(0,5533)*~1 puode ser apropiada para describir los datos obtenidos (ver [8,
Ejemplo 10.12, pdg. 385]).

mientras que, para i > 1

O

2Lotka, A. J. Theorie analytique des associations biologiques, Actualites scientifiques et industrielles 780, Paris, Hermann
(1939), 123-136.
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Problemas

3.1 Muestre que los eventos (3.2) y (3.3) son equivalentes.

3.2 Dadas dos variables aleatorias X y Y definimos la varianza condicional de X dado Y como
V(X[Y)=E ([X CE(X|Y))? |Y) .

Muestre que
! V(X)=EV[X|Y]) + V(E[X|Y]).

3.3 Demuestre la expresion para V(Z,,) dada en la Proposicién 3.1.4. Sugerencia: usar V(Z,,) = E (V[Z,|Zn-1])+
V(E[Zn]Zn-1])-

3.4 Pruebe (3.4).

3.5 Demuestre la Proposicion 3.2.2.

3.6 Muestre que P(Z,, = 0|2, = i) = P(Z,_1 = 0)".

3.7 Analize el comportamiento de p cuando py + p; = 1.

3.8 Considere la distribucién del Ejemplo 3.3.5 y obtenga para m = 1 las probabilidades P(Z,, = i) a partir
de (3.11) y (3.4).

3.9 Sea (Zp)n>0 un proceso de ramificacién. Encuentre la probabilidad de extincién p en funcién de r si
pr = (1 —7)rk.

3.10 Considere un proceso de ramificacién para el cual m > 1y p = 1/2. Suponga que el proceso comienza
con 5 particulas. ;Cual es la probabilidad de que el proceso sobreviva?

3.11 Suponga que una particula da nacimiento a dos particulas con probabilidad 1/2, a ninguna con proba-
bilidad 1/4 o a cuatro particulas con probabilidad 1/4. Calcule la probabilidad de extincién del proceso
de ramificacion resultante.

3.12 Desigualdad de Markov. Sea X una variable aleatoria no negativa. Muestre que

P(X >a) < E(X),

a

para todo a > 0. Aplique esta desigualdad para probar que la probabilidad de extincién de un proceso
de ramificacién p =1 si m < 1.



A Sucesiones monotonas de eventos

Si bien se asume para la lectura de estas notas conocimientos basicos de probabilidad. Por una cuestién
de completitud, mencionamos en este apéndice un resultado que sera bastante aplicado a lo largo del texto.

A.1 Continuidad de la probabilidad

Definicién A.1.1. Decimos que una sucesién de eventos (4,),>1 C € es:
= no decreciente, si para todo n > 1 vale que A, C A,41;
= no creciente, si para todon > 1 vale que A, 11 C A,.

Teorema A.1.2. Sea (Ay)n>1 C Q una sucesion mondtona de eventos. Entonces
lim P(4,) =P ( lfm An).
n— o0 n— o0

Demostracion. Sea (Ap)n>1 C €2 una sucesién no decreciente de eventos. Vamos a mostrar que

lim P(A4,) =P (U2, 4,). (A1)
n—oo
Como
A CAyC..-C---CA,C---
entonces la sucesién de eventos By, Bs, ... definida por By := A1 y

Bpi=Ap— Ay = Ay N AS_,

para todo n > 2, es tal que B; N B; = () para todo i # j y

Luego,
P <U Ai> =P <U Bi> => P(B)). (A2)

Ahora, note que

D_P(Bi) =P(Ay) + lim > (P(A) = (A1) (A:3)

y como

Dimo (P(A)) —P(Ai1)) = [P(A2) — P(A1)] + [P(As) — P(A)] + -+ + [P(An) — P(An-1)]
= P(An) — P(Ay),

42
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resulta de (A.3) que
> P(B;) = lim P(A,).
i=1

n—oo
Por lo tanto, concluimos (A.1) de la expresién anterior y de (A.2). Suponga ahora que (A, ),>0 sea una
sucesion no creciente de eventos. Entonces (AS),>0 es una sucesién no decreciente y, de lo ya probado antes,

vale que
lim P(AS) =P (U2, AS).
n—oo
Aplicando propiedades bésicas de probabilidad y teoria de conjuntos podemos concluir:
lim P(A4,) =P (NS, 4,). (A.4)

n—r oo
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